
1 Gentzenの式計算

1.1 直観主義論理の式計算 LJ

1.1.1 LJ

まずは、直観主義論理の式計算体系 LJ を導入する。式計算では、自然演繹で「前提
A1, . . . , Anから結論 C への証明が存在する」を表すメタレベルの表現

A1, . . . , An ` C

を対象レベルの表現として用いる。
ただしこれは自然演繹でのそれとは異なり、式計算においては純粋に形式的な表現に過
ぎない対象レベルの表現であり、実際に A1, . . . , Anから C が帰結するかどうかは、それ
が与えられた推論規則を用いて導出可能であるかどうかによって定まる。（自然演繹での
A1, . . . , An ` C は、「前提 A1, . . . , Anから C への証明が実際に存在する」ときにのみ用
いるメタレベルの表現である。）

先に見たように、ここでは⊥という命題定項は用いない。従って論理式は以下のもので
ある。

A,B ::= P A ∧ B A ∨ B A → B ¬A

定義 1 直観主義論理の式計算体系 LJの式（sequent）とは、

A1, . . . , An ` C

の形の表現のことである。ここで n ≤ 0、各Ai及び C は論理式である。特別な場合とし
て、次のものもそれぞれ式である。

• A1, . . . , An ` （直感的意味は「A1, . . . , Anを仮定すると矛盾する」）
• ` C （n = 0の場合。直感的意味は「前提なしに C が証明可能」）
• ` （空式（empty sequent）と呼ばれる。直感的意味は「矛盾する」）

論理式の有限列A1, . . . , Anを Γ, ∆, Π等のギリシア大文字を用いて表すことにする。す
ると任意の式はΓ ` Cと表現できる。（注意：空列、つまり 0個の論理式から成る列もΓ,∆
等で表現される。また、C が空の時もこのように表すことにする。）
式計算では、次の 3種類の公理及び推論規則を組み合わせることにより正しい推論の型
を導出することができる。

始式（公理）及びカット規則
構造規則
論理規則
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始式（Initial sequent）及びカット規則

A ` A

Γ ` A A, ∆ ` C

Γ, ∆ ` C
cut

構造規則（Structural rules）

Γ ` C
A,Γ ` C

weakL
Γ `

Γ ` A
weakR

A,A, Γ ` C

A,Γ ` C
contrL

Γ, A,B, ∆ ` C

Γ, B,A, ∆ ` C
exL

構造規則（structural rules）のweak, contr, exはそれぞれ weakening, contraction, ex-
changeの略である。

論理規則

A,Γ ` C

A ∧ B,Γ ` C
∧L1

B,Γ ` C

A ∧ B, Γ ` C
∧L2 Γ ` A Γ ` B

Γ ` A ∧ B
∧R

A,Γ ` C B,Γ ` C

A ∨ B,Γ ` C
∨L

Γ ` A
Γ ` A ∨ B

∨R1 Γ ` B
Γ ` A ∨ B

∨R2

Γ ` A B,∆ ` C

A → B, Γ, ∆ ` C
→ L

A,Γ ` B

Γ ` A → B
→ R

Γ ` A
¬A,Γ ` ¬L

A,Γ `
Γ ` ¬A

¬R

以降、∨R1規則と∨R2規則を区別せずに単に∨R規則ということもある。同様に、∧L1
規則と ∧L2規則を区別せずに単に ∧L規則ということもある。

定義 2 (証明図) Γ ` C を任意の式とするとき、（LJにおける）Γ ` C の証明図（proof
figure）は以下のように帰納的に定義される。

1. 始式A ` Aは、A ` Aの証明図である。
2. π1が Γ1 ` C1の証明図であり、

Γ1 ` C1

Γ ` C

が LJの推論規則ならば、π1にこの推論規則を付け加えてできる図形
.... π1

Γ1 ` C1

Γ ` C

は Γ ` C の証明図である。
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3. π1が Γ1 ` C1の証明図であり、π2が Γ2 ` C2の証明図であり、

Γ1 ` C1 Γ2 ` C2

Γ ` C

が LJの推論規則ならば、π1と π2にこの推論規則を付け加えてできる図形

.... π1

Γ1 ` C1

.... π2

Γ2 ` C2

Γ ` C

は Γ ` C の証明図である。

定義 3 (証明可能性) （LJにおいて）式Γ ` Cの証明図が存在するとき、式Γ ` Cは（LJ

において）証明可能（provable）であるという。一つの結論Aのみから成る式 ` Aが証明
可能であるとき、論理式Aは証明可能であるという。

1.1.2 派生規則

これまでに記述した推論体系 LJは、カット規則を除外して考えると、必要最小限の規
則群から成っている。しかし、あくまでも最小限の規則しか含まれていないので、具体的
な論理的推論について LJの証明図を書き下そうとすると、かなり骨が折れる作業となる。
例えば我々はA,B,C ` DからA,B,C ∧E ` Dを導出することができるが、その過程を
証明図で書くと次のようになる：

A,B,C ` D

A,C,B ` D
exL

C,A,B ` D
exL

C ∧ E,A,B ` D
∧L1

A,C ∧ E,B ` D
exL

A,B,C ∧ E ` D
exL

このような論理式の入れ替えの作業を、何かを証明する都度行うのでは効率が悪い。故
にここでいくつかの取り決めをしておくことにする。

1. Exchange：式において、論理式の現れる順序は無視することにする。例えば、2つ
の式 A,B,C ` Dと C,A,B ` Dは同じものと見なす。これは Exchange規則を必
要な回数用いれば、一方から他方が導出できることは明らかであり、両者を区別す
る必要がないからである。

2. （上と関係して）LKの公式的な推論規則では、論理推論規則は式の右端か左端の論
理式にしか適用できないことになっているが、今後は論理推論規則は式の中のどの
論理式に対しても適用できることにする。例えば、上の推論の代わりに今後は

A,B,C ` D

A, B,C ∧ E ` D
∧L1

というように 1ステップで上式から下式を導入してよいことにする。
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3. 今後、必要に応じて派生規則（derived rules）を導入していく。派生規則とは、LK

の公式の推論規則ではないが、推論規則（及び始式）を組み合わせることにより、容
易に導出することができるような推論規則のことである。派生規則は

Γ1 ` C1 · · · Γn ` Cn

Γ ` C

のように二重線を用いて表すこともある。（省略することもある。）例えば、以下の
ものが派生規則である。

A,B, Γ ` D

A ∧ B,Γ ` D ∧L′
Γ ` A B, Γ ` D

A → B, Γ ` D → L′

実際→ L′は以下のようにして導出することができる：

Γ ` A B, Γ ` D

Γ, A → B, Γ ` D
→ L

A → B,Γ ` D
contrL

上の contrLのように、同じ規則を何度か重ねたものも派生規則と見なして二重線で
表すことにする。
どんな派生規則も LJの推論を数ステップ組み合わせて得られるものであるから、派
生規則を用いた証明図は、（充分な忍耐力があれば）LJの公式の証明図にいつでも
書き直すことができる。

練習問題 1 ∧L′を LJで導出することができることを示してください。

1.1.3 推論規則の反転可能性

次に、推論規則の反転可能性について考える。例えば¬R規則を用いれば、A,Γ `から
Γ ` ¬Aが導出できることを知っているが、その逆は成り立つだろうか？つまり、Γ ` ¬A

からA,Γ `が導出できるだろうか？答えは yesである。次のようにすればよい。

Γ ` ¬A
A ` A
¬A,A ` ¬L

A,Γ ` cut

（ここで cut規則を用いていることに注意。）このように、いくつかの推論規則は逆方向に
適用することができる。
一般に推論規則または派生規則

Γ1 ` C1 . . . Γn ` Cn

Γ ` C

が反転可能（invertible）であるというのは、各 1 ≤ i ≤ nについて

Γ ` C
Γi ` Ci

が LJの派生規則となっていることである。
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定理 1 (反転可能性) ¬R,∧R,→ R,∧L′,∨L の各規則は反転可能である。

練習問題 2 (反転可能性) 上の定理 1を証明してください。

ちなみに、∨R,¬L,→ L′は LJでは反転可能でない。また、もともとの∧L,→ Lの各規
則も反転可能ではない。例えば、もしも∧L規則が反転可能であるとしたら、A∧B, Γ ` D

からA,Γ ` Dが常に導出できることになる。すると次のような証明図が作れてしまう：

A ∧ B ` A ∧ B
A ` A ∧ B

よってA ` A ∧ Bが証明可能となるが、これは明らかにおかしいであろう。
反転可能性は式計算で具体的な論理式を証明する際に有用である。なぜならば、この性
質は、証明探索の効率的な方略（strategy）を示唆するからである。

1.1.4 式計算の練習

練習問題 3 (LJ) 以下の式を LJで証明してください。
（できれば自然演繹 NJでも証明してください。対応が見えるかも。）

1. ` A ∧ (A → B) → B

2. A → B ` ¬B → ¬A

3. (A ∧ B) ∨ C ` (A ∨ C) ∧ (B ∨ C)
4. A ∨ C,B ∨ C ` (A ∧ B) ∨ C

5. A ∨ B,C ` (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)
6. (A ∧ C) ∨ (B ∧ C) ` (A ∨ B) ∧ C

7. ¬(A ∨ B) ` ¬A ∧ ¬B

8. ¬A ∧ ¬B ` ¬(A ∨ B)

9. A → ¬A ` ¬A

10. ¬A ∨ B ` A → B

11. A → ¬A,¬A → A `
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1.2 古典論理の式計算：LK

1.2.1 LK

定義 4 LKの式（sequent）とは、

A1, . . . , An ` B1, . . . , Bm

の形の表現のことである。ここで n ≥ 0,m ≥ 0、各 Ai, Bj は論理式である。特別な場合
として、次のものもそれぞれ式である。

• A1, . . . , An ` （m = 0の場合）
• ` B1, . . . , Bm （n = 0の場合。）
• ` （m = n = 0の場合。空式（empty sequent）と呼ばれる。）

LKの式は、基本的には自然演繹の A1, . . . , An ` B （前提A1, . . . , Anから結論Bへの
証明が存在する）を意味する形式的な表現であるが、それを一般化した

A1, . . . , An ` B1, . . . , Bm

は「前提A1, . . . , AnからB1, . . . , Bmのどれかが帰結する」ことを表す。即ち意味的には

A1, . . . , An ` B1 ∨ · · · ∨ Bm

と同じと思ってよい。結論のない

A1, . . . , An `

の形の式は、「前提A1, . . . , Anを仮定すると矛盾する」ことを表す。また、前提も結論も
ない空式

`

は単に矛盾を表す。
論理式の有限列A1, . . . , Anを Γ,∆, Π, Λ等のギリシア大文字を用いて表すことにする。
すると任意の式は Γ ` ∆と表現できる。（注意：空列、つまり 0個の論理式から成る列も
Γ, ∆等で表現される。）
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始式（Initial sequent）及びカット規則

A ` A

Γ ` ∆, A A, Π ` Λ
Γ, Π ` ∆,Λ cut

構造規則（Structural rules）

Γ ` ∆
A,Γ ` ∆ weakL

Γ ` ∆
Γ ` ∆, A

weakR

A,A, Γ ` ∆
A,Γ ` ∆ contrL

Γ ` ∆, A,A

Γ ` ∆, A
contrR

Γ, A,B, Π ` ∆
Γ, B,A, Π ` ∆ exL

Γ ` ∆, A,B, Λ
Γ ` ∆, B,A, Λ exR

論理規則

A,Γ ` ∆
A ∧ B,Γ ` ∆ ∧L1

B, Γ ` ∆
A ∧ B, Γ ` ∆ ∧L2

Γ ` ∆, A Γ ` ∆, B

Γ ` ∆, A ∧ B
∧R

A,Γ ` ∆ B, Γ ` ∆
A ∨ B,Γ ` ∆ ∨L

Γ ` ∆, A

Γ ` ∆, A ∨ B
∨R1

Γ ` ∆, B

Γ ` ∆, A ∨ B
∨R2

Γ ` ∆, A B,Π ` Λ
A → B, Γ, Π ` ∆,Λ → L

A,Γ ` ∆, B

Γ ` ∆, A → B
→ R

Γ ` ∆, A

¬A,Γ ` ∆ ¬L
A,Γ ` ∆
Γ ` ∆,¬A

¬R

以降、∨R1規則と∨R2規則を区別せずに単に∨R規則ということもある。同様に、∧L1
規則と ∧L2規則を区別せずに単に ∧L規則ということもある。

定義 5 (証明可能性) （LKにおいて）式 Sの証明図が存在するとき、式 Sは（LKにおい
て）証明可能（provable）であるという。1つの結論Aのみから成る式 ` Aが証明可能で
あるとき、論理式Aは証明可能であるという。

1.3 派生規則

例えば、以下のものが派生規則である。

Γ ` ∆, A,B

Γ ` ∆, A ∨ B ∨R′
A,B, Γ ` ∆
A ∧ B,Γ ` ∆ ∧L′

Γ ` ∆, A B, Γ ` ∆
A → B, Γ ` ∆ → L′

練習問題 4 ∨R′,∧L′,→ L′が LKで導出できることを示してください。
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1.3.1 推論規則の反転

定理 2 (反転可能性) LKにおいて、¬R,∧R,→ R,∨R′及び ¬L,∧L′,→ L′,∨L規則は反
転可能である。

練習問題 5 (反転可能性) 上の定理 2を証明してください。

1.3.2 式計算の練習

練習問題 6 (LK) 以下の式を LKで証明してください。
（できれば自然演繹NKでも証明してください。自然演繹がいかに難しいかが分かるはず。）

1. ¬¬A ` A

2. ` A ∨ ¬A (Excluded middle)
3. ¬A → (A ∧ ¬B) ` A

4. A → ¬A,¬A → A `
5. ` (¬B → ¬A) → (A → B)
6. A → B ` ¬A ∨ B

7. ` ¬(A ∧ B) → ¬A ∨ ¬B (De Morgan)
8. ¬(¬A ∨ ¬B) ` A ∧ B

9. ¬(¬A ∧ ¬B) ` A ∨ B

10. ` (A → B) ∨ (B → A)
11. ` ((A → B) → A) → A (Peirce’s law)

1.3.3 式計算の性質

補題 1 非原始論理式 Aについての始式 A ` Aは、原子論理式についての始式 P ` P の
みから導出することができる。

Proof. 論理式Aの構成に関する帰納法による。（照井さんのプリント参照。）

命題 1 式 Γ ` ∆が証明可能ならば、Γ ` ∆は始式を原始論理式に関するものに制限して
も証明可能である。

Proof. Γ ` ∆が証明可能であるとすると、Γ ` ∆には証明図 πが存在する。このとき、
上の命題を証明図 πの構成に関する帰納法により証明する。（照井さんのプリント参照。）
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